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摘 要

本文提出并分析了一系列四又树的集合运算算法
。
通过引入集合论

，
将时空复杂度较高的 图像

转换为简单的算术运算来进行
，
从而使间题的解决大大简化

。
文中介绍了算法的基础 ，详细阐述了诸算

法
，
并对其进行了评价和分析

，
进而引伸到数据结构及算法的研究在应用领域中的作用和意义

。

关橄词 集合 图像处理 数据结构 四叉树 算法 遥感 地理信息系统

随着计算机在遥感图像处理方面应用的不断发展
，
数据结构与算法问题得到了人们

越来越多的重视
。
人们在实践中认识到

，
如果能够对于某种特定的问题选取一种适当的

数据结构
，

有时可能会使问题的解决大大简化
。
四叉树这种结构正是由于其本身的特点

，

在某些应用方面
，
诸如数据压缩

，

图像处理以及地理信息系统等
，
能够满足上述要求

，

所以

近年来在人们的重视下和研究中得到了迅速的发展
〔‘ 一�� 。

这种结构除了具有清晰
、

紧凑的

优点之外
，
还适于进行某些基本的处理运算

，

在图像处理的研究中引人四叉树及其变换算

法
，
通过集合论

，
用简单的算术运算来代替时空复杂度较高的图像运算

，

就能使问题的解

决得以简化
。

一
、

算 法 基 础

将一幅图像的 ���� 四叉树看作一个集合
，
则其元素就是编码连续的区域 。 ，。 由此

�

可将集合运算引入这一领域
。
两幅图像的交

、

并
、

差
，
可以用其各自的四叉树之间的相应

运算来实现
。
而这几种集合运算

，
实际上又是一些更复杂的处理方法的基本步骤

。

给定两棵线性四叉树 �和 �，
我们就有相应的两个集合�和 �

，
而 � 门�

、
���

、
�一

�和 �一 � 仍是同种性质的集合
，

亦即这些集合运算的结果仍是线性四叉树
。
根据集合

论可知
，

交和并是其中两种最基本的运算
。
但对于差运算

，

还可以分解成更简单的运算的

组合
。

根据集合运算的公式
，
我们有 �

� 一 � � � 一 ��门��� �自��一 ��一 �自豆
，

���

同理 � �一 � � �一 ��门��� �门��一 ��� �门入 ���

于是
，
两个集合的差集

，
可由一个集合的补集与另一集合进行交运算而求得

。
即集合

的基本运算除了交
、

并之外
，
还有

“
求补

” 。

给定一个代表图像 �� 的 ����四又树的集合 �
，
设其中的编码连续区域有 �� 个

，

于是可记作 �
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� 一 ��
�， ��，…

，
��‘
�

其中 ��

��� �
，
�

，

… ， ���是编码连续区域
，

亦即 �的子集
， �则是区域的编号

。
由

���� 四叉树的性质
，
可知集合�中的元素 ��

是有序的
，

且 ��

本身又是由一系列编码值

构成的有序集
。
不难看出

，
求两个集合�和 �的交集或者并集

，
实际上是求它们各自的子

集之间的交集或并集
。
求补的问题则较为简单

。

设 � � � ��
�，��

，

…
，
��人

� ���

�一 ��
�， ��

，

…
，
���� ���

则 � �门� 一 ��
�门�

�，
��

自�
�，

…
，
��
门�

��，
��
门�

�，…
， ��

门�
��，

…
，
��‘
自�

�，…
，
�，人
自�

，�
� ���

��� � ��
，
��

�，
��
��

�，

… ， ��
��

��， ��
��

�，…
，
����

，�，

…
，
��‘

��
�，…

，
��‘

��
，�
� ���

看起来这两种运算似乎比较复杂
。
但是

，
由于这种集合的元素是有序的

，

又考虑到

���� 四叉树的性质和记录方式��� ，
问题就可以大大简化了

。
���和�斗�式所示的二集合

�和 �
，
其中的元素 �、

和 �、 各自都是由一系列连续的整数�即编码值�构成的另一类集

合
。 �‘

和 �，中的元素可由它们的两个属性值来代表
� ��，�

和 �，，，分别代表它们的区域中

的首编码 ���，�

和 ��
，�

则分别代表它们的区域中的编码数目�即值点数目�
，

这样
，
我们就有

另一种形式的集合�和 ��

� 一 ���
���， ����

�
，
��

�
，
�， ��，�

�
，

…
，
��

�� ��， ��� ，�

�� ���

� 一 ���
�，�， ��

，�

�
，
��

�
，，，
��

，
�

�
，

…
，

��
��

，
�， ��。

，
�

�� ���

从而也就可以很容易地把这类集合运算转化为算术运算来进行
。
以下各节将 以 图

毖毖毖毖毖毖毖毖毖毖
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图 � 图像 �
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图 � 图像 �
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�
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表 � 图像 � 的 ���时四叉树集合

����
� � ���� ��� �� ���

卜 �

表 � 图像 � 的 ���� 四叉树集合
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�，
图 �

，

表 �
，
表 �中所示的图像及其四叉树集合为例

，

讨论二集合的交
、

并
、

差以及一集

合的求补运算
。

二
、

求 交 集 运 算

给定二集合�和 �及 �� 和 ��，
欲求 � � � ��

，

则有以下步骤 �

�
�

给定 �和 �分别如���
、

���式所示
，

读人二集合的数据
。

�
�

置 �� �， �
�

� �
，
�。 � �。

�� 判别 �，，，
与 ��

二 ，，
的关系

。
若

“
小于

”
则转向第 �步� “

等于
，’

则转向第 �步�“
大于

”

则转向第 �步
。

�
·

判别是否 ��
�、
� ��，�

� �，� ，
�

�

是则转向第 ��步�否则 �，。 ，�

卜 �，� ，
�，�，�，�“ ��，��

�一
，
�

一 �一� ��。

�
·

判别是否 �，。 ，
�

蕊 �，二 ��
�

是则 �。 十 �。 � �，
然后转向第 ��步�否则 �，。 ，�

卜 �，二 ，�，

再转向第 �� 步
。

�
�

�一。 ，一

卜 �一�， �一。 ，�

卜 �一
，��

�
·

判别是否 ��，�
� �，二 ，�

�

是则 �。 卜 �。 � �，
再转向第 ��步�否则 �，。 ，�

卜 �，二 ，�，
再

转第 �� 步
。

� ���别是否 �，工 ，�
� ��

二 ，�
� �，，

卜
是则 �，。 ，�

卜 ��，�。 ���
，
�

� �，� ，�� ��
� ，�
一 ��。

，��否

则转第 � 步
。

�� 判别是否 �，。 ，�

蕊 �，，
�。

是则转向第 �� 步�否则转第 �� 步
。

��
�

��卜 �� � ��

�
�

�
�

卜 �
二

� �。 再判别是否 �
二 《 ��

。
是则返回第 �步�否则 �。 � �。 一 �，

结束

运算
，
�为所求之集合

，
�。 为其中的区域数目

。

��
�

���，�“ �一�
，
��卜 �� � �。

��
�

判别是否 �� ��
。
是则 �� �� �

。
返回第 �步�否则 �。 � �。 一 �，

结束运算
，

表 � 集合运算 � ��的结果 ���� 四叉树

�汕�
� � ��� ���������� �������� ��

��� ��������� �� � ��

一二一�一兰一�一竺兰一�一二竺一
� � � � � � �

不不不不�������������

口口口口口口口耳耳耳耳
男男男男男男男跷跷日日���
澎澎澎澎澎澎澎亥亥亥亥
以以以以以以以以以以

图 � � ��的图像

���
�

� ����� �� � � �
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得到 �及 ��
。

图 �和表 �分别是对图 �
、

图 �所示的图像进行集合交运算的结果四叉树和结果图

像
，

这二原始图像的集合�和 �分别由表 �和表 �所示
。

三
、

求 并 集 运 算

给定二集合分别如���
，
���式所示

。
其构成原则

、

集合内容均同上
。
于是

，
求二集合

之并集的运算亦可化为算术运算来进行
。

”

并运算的步骤如下 �

�
�

给定二集合�和 �及 �� 和 ��
。
读人二集合的数据

。

�
·

构造一新集合 � � ���
�
��，��

，�

�
，

…
，
��

，。 ，
�， �，。 ，�

��
，

其中元素均为�和 �中的元

素
。
且有 ��，，

提 ��
，�

� … 《 ���
，
�、

又 �。 一 �� � ��。

�
�

置 �
。
� �，

�
� 一 �， �

�

� �� 一 �。

�
�

置 �二 � �
�
一 �

。
� �。

�� 判别是否 �‘ �
� ���， �

� �������
�

是则
，
�

�

� 从
� � �，

再转第 �步� 否则往下

进行
。

�� 判别是否 �、
�
�
� ��

���，卜
是则转第 �步�否则转第 �步

。

·

�� 判别是否 �凡��
�
�
� �凡

，�
�

是则 ��
二 ，�“ ��二�，���

再转第 �步�否则直接转第 �步
。

�
�

�凡
，�

卜 �凡��，一
� �凡

����

一 �凡
，��

�
·

判别是否 �
�
� �

�
�

是则删去 ��‘ 十 �，�，�‘ 十��

��并将其后面各元素的标号减 �
，

然

后 �。 � �。 一 �
，
�

。
� �

。
� �，

转第 �步�否则往下进行
。

��
�

��， �。 一 �
�

结束运算
，
得到最后的集合 � � ���

，
�� 是 �中元素的数目

。

图 �和表 �是用以上方法对图 �和图 �所示的二图像求并集的结果
。
这二原始图像

的集合 �和 �分别如表 �和表 �所示
。

瞬瞬瞬形形眯眯渊渊渊 瞬瞬百百百
除除除斗斗斗 溯溯黝黝亥亥男男裘裘
陈陈陈陈到到羽羽羽 防防移移移
阴阴阴阴例例么么澎澎份份以以万万
亥亥亥亥亥防防洲洲澎澎拼拼扮扮
防防防防防洲洲形形拼拼称称彩彩
以以以以以形形拼拼芬芬称称彩彩

盼盼盼汾汾洲洲汀汀井井称称所所万万

表 �

�����

集合运算 � ��的结果 ���� 四叉树

��� ������ ���� ��������
’

�� ���

��������� ��� ��

二目立�兰�二�川二�兰�兰
� �� � ’ �

’
� � � �

�
� � 峪 �“ �

图 � ���的图像

���
�

� ����� �� ���
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四
、

求补集及求差集运算

设给定一集合�如���式所示
，
其构成原则亦同上

，

则求其补集 � � 入的步骤如下 �

�
�

给定集合�和 ��
，
读人数据

。

�
�

置 �� � �。

�
�

判别是否 ��
，�

� �
。
是则 ��，�， �

，
��，�� ��，�， �。 � �。 � �，

再转第 �步�否

则直接转第 �步
。

�
�

置 ��
，

� �� 一 �， �一 �。

�
�

�一。 ��

� �一，一
� ��

�
�� �一。 �

�

扣 �一� �，�

一 ���
，
一� ��十 �� � ��

�
�

�� �� �，
再判别是否 �� ��

，，
是则转第 ，步 �否则往下进行

。

�
·

判别是否 ��‘ ��
� ��‘

，
�
� �，

� ，
是则 �，。 �

�“ ��‘ ��
� �蛛

，
�� �，。 ，

�

� ��
�

一 �，� ，�� 否

则 ��� �� 一 �。

�
�

结束运算
，
�为所求之 入

，
�。 为 入中的元素数目

。

注 � 设图像为 �� � �� 大小
。

表 ，给出了对图 �所示的图像
、

集合作求补运算的结果�表 �则是对图 �进行求补运

算的结果
。

至于求二集合的差集
，
可利用���或���式

，
先求补

，
再求交

，
即得所求

。

表 �是图像 �或图像 �的差集 � 表 �则是图像 �减图像 �的差集
。
二差集的图分别

除除除除芬芬洲洲洲洲洲洲
阶阶阶阶份份彩彩刊刊刊刊刊
彩彩彩彩彩策策策策 井井份份
陇陇陇陇陇称称称称称 形形

袭袭袭芬芬扮扮形形形 盼盼洲洲洲
以以以以以 玫玫芬芬彩彩形形形

所所所所所所所所分分资资
防防防防防防防防洲洲班班

洲洲洲洲洲分分分分分分
赓赓赓阴阴澎澎份份份份份份

图 � � 一 �的图像

���
�

� ����� �� � 一 �

图 � � 一 � 的图像

���
�

� ����� �� �一 �

表 � 集合运算 入 的结果 ���� 四叉树

����
� � ��� ������ ���� �� 。 �

����� ����� ��������� 入

、

表 � 集合运算 � 的结果 ���� 四叉树

����� � ���� ������ ���� ��������

����� ��������� 豆

上…立�兰�二�二�兰 二�立�土�二�生�川二匡仲
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� �
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三 �
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裹 � 集合运算 �一 � 的结果 ���� 四叉树 表 � 集合运算 � 一 � 的结果 ���� 四叉树

��‘ �� � ��� ������ ���� ��扭�����

����

�
�� ��� ��������� �� � 一 �

�汕�
� � ��� ������ ���� ��������

�� ��� ��������� �� � 一 �

二�兰�二�兰�二�二�兰 上�二阵�二�二阵�二…兰
�

�
� ‘ �

�
�

�
�

‘
�

’ � �
� � ’

�
‘
�

’
�

‘
�

� …

是图 �和图 �
，
图像 �及其集合表示如图 �

、

表��图像 �及其集合表示如图 �
、

表�。

五
、

算法的评价与分析

四叉树的集合运算算法具有若干特点 �

第一
、
过程简洁

。
由于引人了集合论

，
就把复杂的图像间的交

、

并
、

差等运算转化为简

单的算术运算来进行
，
从而大大地简化了对图像进行相应处理所需的将图像中所有像元

一一判别
、

运算的繁琐过程
。

第二
、

节省时空
。
由于本系列各算法均是只对图像的 ���� 四叉树集合进行运算

，

故

所需空间仅是相应四叉树所占的空间及少量工作单元
，

而不需要将整幅图像输入系统所

占用的庞大空间
。
即使是对于图像是逐行输人进行交

、

并
、

差运算的情形�同样可以避免占

用过大空间以至于
“
溢出

”
的矛盾�

，

本系列算法的优点也是十分明显的
。
因为图像运算逐

行输人
、

输出系统
，
需要大量的 ��� 时间

，

而集合运算可将相应集合一次装人系统
，

时间的

节省显而易见�又由于集合运算是对图像中的编码连续区进行操作
，
从而不需要图像运算

时逐一比较
、

处理图像像元所需的冗长的计算时间
。
在实际应用中

，
这一特点尤其明显

。

本文是通过对二值图像的处理来描述本系列算法的
。
事实上

，
对于两图像 间 的运

算
，
可将相应的算法引伸到

“
同值

”
的情形

。
在实际应用中

，
我们是先采用 ������

一����

�����
���
变换算法

〔��得到不同灰度值的四叉树
，

�再对同灰度值的四叉树应用本系列算法

的
。
当然

，
也可以根据需要

，

在不同灰度值的四叉树之间应用本算法
，
这就使图像的集合

运算具有了较大的灵活性
。

通过对本系列算法的研究
，

可以更清楚地看到四叉树
，
特别是 ���� 四叉树这一数据

结构的意义 � 它不仅仅提供了一种压缩存储空间的手段
，

而且其本身也是一种相当有效

的结构
。
由于在图像的交

、

并
、

差运算中采用了这一结构
，
又引人了集合论

，
就将复杂的图

像运算转化为简单的算术运算来进行
，
从而使问题的解决大大地简化了

。
由此进一步显

示了数据结构与算法的研究在图像处理的应用领域的作用和意义
。

另一方面还应指出的是
，
四叉树仅仅是一种数据结构

，
尽管它具有上述优点

，
也不可

能在任意场合都适用
。
例如

，
在图像的输人

、

输出时
，
应采用直观的

、

逐行操作的栅格结

构 �在描述区域边界时
，
采用向量结构是最为方便等等

。
在一个完善的图像处理系统或地

理信息系统中
，
应具有不同的数据结构形式及它们之间的灵活的转换机制

，
才能满足不同

的要求
，
使系统更加有效

。
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